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Corrigés des exercices 3.1 à 3.7 



7.3 L j\ 1.3 f>j Jjla. 



Exercice 3.1 : 

Si l’expression du vecteur en coordonnées cartésiennes est V = Xi + Yj , alors, il est 
possible d’écrire l’expression du même vecteur en coordonnées polaires sous la fonne : 
V = V r ,ü r + V .ü . Connaissant les expressions des vecteurs unitaires ü et ü dans la 

base (z ,7 ) , on peut déterminer les valeurs V et V . 

V = V r [i .coscp + j .smç^ + V^-i .smcp + j.co s (p) 



u r = z .cos^ + 7.sin^> 
ü = -i.smcp + j .coscp 



En organisant la dernière équation : 





r > 




f J 


V = i 


V r cosç-Vp sin^ 


+ j 


V r sin cp + V costyk 




l x ) 




\ y q J 



& 



Ainsi nous aboutissons à un système de deux équations à deux et V : 

f V r cos cp - V ç sin cp = X 



V r sin cp + V cos (p = Y 



Après résolution on trouve : 



V r = X cos (p + Y sin (p ; - -X sin cp + Y cos (p 



L’expression du vecteur V est donc : 



V = {X coscp + Y smcp)ü r Y[-X sin^ + Fcos^)/ 



Nous constatons que, pour trouver les (feüx résultats précédents, il y a beaucoup de calculs 
à faire si on suit la méthode algébrique ordinaire. Il est plus facile et plus rapide si on opte 
pour la méthode des matrices. Rappelons brièvement cette dernière méthode : 

On part de l’étape où nous avons obtenu les deux équations : 

11 - B X = V r coscp-V^ sm cp 

Y = V r sin ç> + V ' cos (p 
Nous créons une matrice de déplacement : 



Le résultat e§t : 



\ 


y 


[cos^ 


-sin cp 


1 1 


<=> 


1 1 
1 1 


= 


cos (p 


sin cp 


~X~ 


Y 




[_sin^ 


cos cp 






-sin^z 


cos cp 


Y 



V r = X coscp + Y smcp\ ; \V I = -Xsmç + Ycosç 



L’expression du vecteur V = Xi + Yj en coordonnées polaires est donc : 



V = (X cos cp + Y smcp)ü r +(-X smcp + Y cos cp)i 



Exercice 3.2 : 

Le vecteur s’écrit : V = V r ü r + V e .ü g + V .ü 
Dans la base [i ,j,k}, il s’écrit V = Xi +Ÿj + Zk 

Rappelons-nous des expressions des vecteurs unitaires ( ü r , ü g , ü ) en fonction de z , 7 , k : 
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ü r = i .smOcoscp + j .sinOsmcp + k.cosO 
ü g = i .cos0cosç + j.cos0smç>-k.sm0 
ü =-i.smç> + j.cosç 

D’où en remplaçant : 

V = V r [i .sin#cosçz + y'.sin^sinçz + ^.cosé?) + V g (i .cosûcosç + j .cosdsincp-k.smû^j + 
V rp (-ï.smç + ].cosç) 



Développons et organisons la dernière équation pour trouver l’expression du vecteur V en 
coordonnées cartésiennes : jCt: 

_ ] 1 i 

V = i V r sin 0 cos cp + V g cos 0 cos ç + -F sin cp + y V r sin<9sinçz + V g cos^sin^d- cosçz + 



k V„ cos 6 -V a sin 0 



§ 



Les coordonnées cartésiennes sont : J -j+| L «t 

X = V r sin <9 cos cp + V g cos0cosç)^^kuj 

Y = V r sin Osm<p + V g cosO svcup + V ç cos<p 

Z = V r cos 0 - V g sin 0 



Le vecteur V = V r .ü r + V g xi g + V ip 



üy s ’ j^rit «tonc^ans la base ( z , y , F ) : 






V r sin 0 cos cp + V g cos 0 cos ç-V sin cp) i + [V r sin 0 
( V r cos0 -V g sm0)k 




Exercice 3.3 : ~ l B 

Le vecteur V dans TiAase , ü, ) s’écrit sous la forme : V = V p .ü p + V v + V, .ü z 

Connaissant les expressions des vecteurs unitaires [ü ,ü ,ü. ) en fonction de z , y , k on 
peut écrire : 



U , P = -i 



.sin cp + y .coscp =>V = V r (z'.cosçz + y'.sinç?) + L p (-z .sin^z + y'.cosçz) + V_k 



En organisant l’expression obtenue elle devient : 




On obtient un système d’équations de trois équations à trois inconnues V p , V et V z 

X = V r cos <p-V sin cp 
Y = V r sin cp + V cos (p 
Z = V z 
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On a le droit de choisir la méthode que nous maîtrisons le mieux pour arriver au résultat 
attendu. Si on choisit la méthode des matrices le raisonnement est le suivant : 

On crée une matrice de déplacement à partir du système d’équations obtenu : 







cosç 


-sin^? 


0" 


X] 




X] 




COSÇ) 


sin cp 


0" 


~x~ 


Y 


= 


sin (p 


cos (p 


0 


V 


<=> 


K\ 


= 


-sin^? 


COSÇ) 


0 


Y 


Z 




0 


0 


1 


K} 




K\ 




0 


0 


1 


Z 



Le résultat se déduit directement : 



V p = X cos cp + Y sin cp 


> 


Vp = -X sin cp + Y cos (p 


> 


il 

N 


V = (X cos <p + Y sin cp) ü + (-X sin ç + Y cos ç)ü + Zü z 





Exercice 3.4: 









M a +V 9 M p 



Le vecteur V dans la base(ü r ,ü d ,ü ) s’écrit sous la fonne : 'V 

Connaissant les expressions des vecteurs unitaires ( ü , UgTfej en fonction dei ,j,k , on 
peut écrire : 

ü r = i . sin # cos <p + j . sin # sin <p 9 

u g = i . cos # cos ç> + j . dos # siÀ® -ïc.sinO 
ü = -i . sin <p + j. cos « 

V = V r (/.sin#cos^ + j .sm9smç> + k.cos9^^V g .cos 9 cosç + /.cos#sin^-A : .sin#) + 
V^l-ï.siiup + j.cosç) 

Développons puis organisas l’équation précédente pour obtenir : 

A 1 % / 7 ( ^ 



V = i 



V r sin # cos ç + fL cos 6* cos ç + -V sin^> 



+ j 



V r sin # sin ç + V g cos # sin ç + cos ç 



+ 



V r cos 6* -V g s\n9 






tue ui 



On constitue un système de trois équations à trois inconnues V , V g et V : 

X = V r sin # cos <p + V g cos # cos cp - V ç sin cp 
Y = V r sin # sin (p + V 0 cos # sin <p + V cos (p 
Z = V r cos 0-V g sin # 

Si on choisit la méthode des matrices, qui a fait preuve d’à aboutir au résultat escompté très 
facilement et très rapidement, on doit d’abord construire la matrice de déplacement à partir du 
système d’équations précédent : 







sin 6* cosç? 


cos 9 cos cp 


-smç 


X] 




X] 




sin# cosç? 


sin # sin cp 


cos 9 


~X 


Y 


= 


sin 6 sin cp 


cos# sin ^ 


coscp 


y b 


<=> 


y b 


= 


cos# cosç? 


cos 9 sin ç> 


-sin# 


Y 


Z 




cos 9 


-sin# 


0 


x\ 




x\ 




-sinç 


-sinç? 


0 


Z 
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On trouve : 



V r = Xsin<9cosç? + Fsiné'sinç? + Zcos<9 ; V e = Xcosé'cosçH- Fcosé'sinç? - Zsin<9 



V = -X sin <p + Y cos (p 



En fin de compte l’expression du vecteur V = Xi + Ÿj + Zk en coordonnées sphériques est 
V = (X sin 6 cos cp + Y sin 6 sin cp + Z cos 0 ) ü r + ( X cos 6 cos (p + Y cos 6 sin cp - Z sin 6 ) ü g + 
(-X sin cp + Y cosç)ü 



Exercice 3.5 : 

Commençons par transformer le vecteur B = p A ,ü p + cos cpü^ en 
cartésiennes: . 

mS 



A = p 1 ( /\ cos ç? + / . sin ) + cos ( -/ smç+j*&os(p) 




nnées 



En développant et en organisant l’équation, nous obtenons l’eXpréision du vecteur A en 
coordonnées cartésiennes : ni r 

f \ f JL B-w, aKS 



A = i 



p . cos (p - cos (p. sin (p 



+ ./' 



J 



p " sinç? + cas' (p 



+ 0k 

z 



X = yC> 2 .eos^-eosçi.sinç? ; 7=p 2 shèp + cos' (p ; Z=0 
On doit maintenant transfonner cette dernière expression en coordonnées sphériques en 
faisant appel au résultat de l’exercice 3.4iV\ 7 

A = ( X sin# cos çH- Y sin# sin çh- Z cos#)w r + (X cos# cos cp + Y cos# sin çi- ZsmO)ü g + 
(-XsinçH- Y cos tpjiïp 

Il ne nous reste plus rem^acer^/^, Y, Z par leurs valeurs respectives trouvées ci- 
dessus : 



A = ^ p 2 .cos (p — cos ç?. sin ç? j sin # cos ç? + ^ p~ sin çh- cos 2 ç?) sin# sin ç? 
p 1 . cos <p a£6s < 7 >.sin< 7 >) cos # cos (p + (p 2 sin (p + cos 2 cp} cos # sin <p 
Xl^p^osq) + cos cp. sin cp} sin cp + ( p 2 sin cp + cos 2 cp} cos cp 



u r + 

Un + 



_ Ü P 



Exercice 3.6 : 

Le vecteur F dans la base(ü ,w ,w z ) est V = V m +V m +V z .ü.. Partant des 
expressions connues des vecteurs unitaires [ü , ü , ü, ) en fonction de i , j , k , on peut écrire : 
ü = i .cos ç> + j.siïup 
ü = -i.sixup + j.coscp =>V = V r {i .cosç + j ,s\nç) + V A-i ,sm(p + j.cosç>) + V : k 
w. = k 

Organisée elle devient : 
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V = i 



V cos <p~V sin cp 



x 



+ j 



V sin cp + V cos (p 



+ V z k 

K — 1 

Z 



Par identification nous arrivons à : 



X = V r cos ç~V (p sin cp 
Y = V r sin cp + Vy cos cp 
Z = V_ 



Le résultat final est : 



V = i (V r cos (p~V rp sin cp ) + j ( V r sin (p+V ç cos cp) + kV z 



Exercice 3.7: 



1/ Première méthode : Trouver la distance entre les deux points A M ( p hh , (p M ,z M ) et 



N(p N ,cp N ,z N )en transfonnant l’expression du vecteur MN en coordonnées cWésiennes. 

La figure montre que la distance entre les points M et N est égaré au module du 
vecteur MN : S, V, 



MN = ON - OM = (p n ü Pn + z N ü z ^p M ü pu /z u ü : ) 
MN = ON - OM = ( Pn u Pn - p M ü pu ) + (zX - z M ü z ) ^ (l) 



m A 
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Expressions des vecteurs unitaires ü , ü et ü, : 



Pn 



u„ = i.cos(p N + j.smç N 
Pm /*. cos <p M + /.sin (p M 



u f 

E. = k 

Remplaçons ü , ü dans l’équation (l) : 

MN = p N (ï.cosç N + ./-sin <p N ) - p M (i.cos cp M + ].sm(p M ) + (z N ü z - z M ü z ) 
Nous organisons l’équation pour qu’elle devienne : 

MN = (p N cos cp N - p M cos <p M ) i + (p N sin <p N - p M sin cp M )j + (z N -z M )k 

La distance entre les points M et N st égale à la norme du vecteur MN : 

| M ^|| = yj{P N cos <Pn - Pm cos (Pm Y + {Pn sin <Pn ~ Pu sin <Pu Ÿ + ( ip 
Après calculs nécessaires on trouve : 




MN 



pjp/ + Pm 2 ~\ 2 Pn-Pm {cos(p N .cos(p M - sin cp N . sin (p ^] + (z w \z M ) 



(2) 



2/ Deuxième méthode : trouver la distance entre les points M (p M ,cp M ,z M ) et 

N(p N ,(p N ,z N ) par le calcul direct : p-q 

MN = ON - OM = (p n ü Pn + z N ü z ) - (p u Ü f + z M ü. ) 

MN = [ Pn ü Pn - p M ü pu ) + (z*- 4% 



MN 



= JPn 2 + Pu -2 Kni, ) + { z n~ z m) 



D’après la figure, nous voyons que l’angre^ômpris entre les deux vecteurs unitaires ü , ü 
est égal à (p N - <p M . Nous obtenons donc: 



MN 



Jp} + Pm - 2 Pn-Pm COSi^v -<Pm) + {z n - z m ) 2 



( 3 ) 



Pour vérifier que les deux résultats (2) et (3) sont compatibles, il suffit de procéder à une 
transformation trigonomfffique adéquate de l’équation (2) : 



cos cp 1 



■ cos (p M - sin <p N . sin <p M = cos -<p M ) = cos (<p M - <p N ) 
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